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Familles libres d’applications

Proposition 1. Soient fi1,..., f, des applications de K dans K. Alors la famille (fi1,..., fn) est libre dans

F(K,K) st, et seulement si, il existe x1,...,x, dans K tels que la matrice (f;(x;));; est inversible.
Démonstration.
— On suppose que la famille (fi,..., f,) est liée, les lignes de la matrice (f;(x;))1<i,j<n sont alors liées,
quel que soit le choix des scalaires x1,...x,.

La contraposée fournit donc une des deux implications.

— Supposons que B = (f1,..., fn) est libre. Soit F' le sous-espace de dimension n qu’elle engendre.
Pour tout a € K, 'application e, d’évaluation en a est une forme linéaire sur F.
L’ensemble A des formes linéaires e,, pour a € K, constitue une partie génératrice de F*. En effet, si
f € A° ona f(a) = e,(f) = 0 pour tout @ € K, donc f = 0. Ainsi, on a A° = {0} et Vect A =
((Vect A)°)t = 0+ = F, puisqu’on est en dimension finie.
On peut donc choisir des scalaires x1,...,z, tels que les formes linéaires e, ,...,e;, constituent une
base de F*. Montrons que le n-uplet (x1,...,x,) répond a la question.

Considérons la matrice M = (f;(x;))1<i,j<n-
Montrons que les lignes L1, ..., L, de M forment une famille libre.
Soit (A1,...,An) € Kn tel que > A\;L; = 0.

i=1

On a alors, pour tout j € [1,n], > Aifi(z;) = 0, c’est-a-dire e, (Z )\ifi> =0.

i=1 i=1

La famille (eg,,...,e,, ) étant une base de F*, on a donc > A, f; € (F*)° = {0}.
i=1

La famille (fi,..., fn) étant une base de F', on en déduit que \y = ... =\, = 0.

La matrice M est donc inversible.
O

Théoréme 2. Les translatées fq, : h — f(a + h) d’applications f: R — R dérivables engendrent un s.e.v. de
dimension finie de € (R,R) si, et seulement si, [ est solution d’une équation différentielle linéaire homogéne
a coefficients constants.

Démonstration.

Soit f : R — R dérivable dont les translatées engendrent un R-espace vectoriel F' de dimension n.

On consideére des réels ay, ..., a, tels que la famille (f,,, ..., fs,) soit une base de F.

D’apres la Proposition 1, il existe x1, ..., 2, € R tels que la matrice M = (f;(z;))1<i,j<n SOit inversible.
La fonction f étant dérivable, les fonctions f,, le sont également, ainsi que tout élément de F'.

Soit g un élément quelconque de F. Montrons que ¢’ est encore dans F.
Il est clair que, pour tout a € R, la fonction g, est dans F.
En effet, on a g, € Vect(fa,+as---» fa,+a) C F.
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n
11 existe donc des réels A\i(a), ..., \,(a) tels que g, = > Ai(a) fa,-
=1

1=
Montrons que les fonctions A; sont dérivables. On a pour 1 < j < n:

gla+a;) = galz;) =D Nila)fa, ())

i=1

gla+z1) A1 (a) A1(a) g(at+z1)
Matriciellement, cela s’écrit < : ) ="M ( : ) On en déduit que ( : > = (‘M) ! ( : >

gt(“"'.‘mn) An'(“) >\n.(”') g(a—‘,’-xn)
Les coefficients de la matrice ("M)~! étant indépendants de a, on en déduit que les fonctions A, ..., \, sont
des combinaisons linéaires des fonctions g, ..., gz, . Elles sont dérivables comme ces derniéres.

On a, pour tout réel z, g(z 4+ a) = > A\i(a) fa,(x).
i=1

n
En dérivant par rapport & a, on obtient ¢'(z + a) = > N(a) fa, (z).
i=1

n
On obtient en particulier, en prenant a =0, on a ¢’ = > X\;(0)f,, € F.

i=1
On en déduit immédiatement que tout élément g de F est €, et que, pour tout k € N, on a ¢(¥) € F.
C’est vrai en particulier pour la fonction f. L’espace vectoriel F' étant de dimension finie n, il existe un entier
p € [1,n] tel que f® € Vect(f,f’,...,f®=V). La fonction f est donc solution d'une équation différentielle
linéaire homogene a coefficients constants d’ordre p.

Réciproquement, si f est solution d’une équation différencielle linéaire homogene a coefficients constants d’ordre
p, il est clair que, pour tout a € R, la fonction f, esst solution de la méme équation différentielle. L’ensemble des
solutions de cette équation différentielle étant un espace vectoriel de dimension p, les fonctions f, engendrent
un espace vectoriel de dimension finie inférieure ou égale a p.

O

Conclusion. Les translatées de f engendrent un R-ev de dimension finie si, et seulement si, f est solution
d’une équation différentielle linéaire homogene a coefficients constants. <
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